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Resumen
En este trabajo se presenta la extensio´n de los esquemas MUSTA (Multi-Stage)
de alto orden a problemas no conservativos. En [7] se presentaron los esquema de tipo
MUSTA para leyes de conservacio´n, usando como resolvedor de Riemann aproximado
tanto en las etapas de prediccio´n como de correccio´n el esquema GFORCE. Estos
esquemas destacan por su simplicidad y su bajo coste computacional.
En este trabajo formulamos el esquema GFORCE en el marco de los esquemas
nume´ricos Ψ-conservativos (“camino-conservativo”) introducidos por Pare´s en [5]. El
esquemaMUSTA se reinterpreta como un esquema de reconstruccio´n de estados, donde
el operador de reconstruccio´n usado esta´ ligado a la resolucio´n de los problemas de
Riemann asociados a cada intercelda. Finalmente se propone el uso de un operador
de reconstruccio´n de estados de alto orden, que combinado con la estrategia MUSTA,
resulta un esquema de alto orden de tipo MUSTA.
Se presentan adema´s algunos ensayos nume´ricos para el sistema de ecuaciones de
aguas someras.
1. Introduccio´n
Consideremos el sistema hiperbo´lico no conservativo:
∂W
∂t
+A(W )∂W
∂x
= 0, x ∈ lR, t > 0, (1)
donde la inco´gnita W (x, t) toma valores en un conjunto abierto convexo Ω ⊂ lRN . Su-
pondremos que el sistema es estrictamente hiperbo´lico, esto es, ∀ W ∈ Ω la matriz A(W )
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tiene N autovalores reales distintos
λ1(W ) < . . . < λN (W ).
No´tese que (1) tiene soluciones estacionarias no triviales si posee algu´n campo lineal-
mente degenerado asociado al autovalor 0.
Los sistemas de leyes de conservacio´n con productos no conservativos y te´rminos fuente
∂w
∂t
+
∂F
∂x
(w) = −B(w)∂w
∂x
+ S(w)
dσ
dx
, (2)
siendo σ(x) funcio´n conocida, son un caso particular de (1). Efectivamente basta definir
A(W ) =
( J (w) −S(w)
0 0
)
, (3)
donde
J (w) = ∂F
∂w
(w) +B(w), W =
[
w
σ
]
.
Supondremos adema´s que J (w) tiene N − 1 autovalores reales y distintos
λ1(w) < . . . < λN−1(w), (4)
con autovectores asociados rj(w), j = 1, . . . , N − 1. Si ninguno de estos autovalores se
anula, (1) es un sistema estrictamente hiperbo´lico: A(W ) tiene N autovalores reales y
distintos
λ1(w), . . . , λN−1(w), 0, (5)
con autovalores asociados
R1(W ), . . . , RN (W ), (6)
dados por
Ri(W ) =
[
ri(w)
0
]
, i = 1, . . . , N − 1; RN (W ) =
[ J (w)−1 · S(w)
1
]
. (7)
Obse´rvese que el campo N es linealmente degenerado y esta´ asociado al autovalor 0.
Las curvas integrales del mismo vienen dadas por el sistema de ecuaciones:
dW
ds
= RN (W ). (8)
2. Esquemas nume´ricos Ψ-conservativos
En el contexto de la aproximacio´n nume´rica para los sistemas hiperbo´licos no conser-
vativos (1), Pare´s introdujo en [5] la siguiente definicio´n:
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Definicio´n 1 Dada una familia de caminos Ψ, un esquema nume´rico es Ψ-conservativo
si puede escribirse de la siguiente manera:
Wn+1i =W
n
i −
∆t
∆x
(
D+i−1/2 +D
−
i+1/2
)
, (9)
donde
D±i+1/2 = D
±(Wni−q, . . . ,Wni+p),
siendo D− y D+ dos funciones continuas de Ωp+q+1 a Ω que cumplen
D±(W, . . . ,W ) = 0, ∀W ∈ Ω, (10)
y
D−(W−q, . . . ,Wp) +D+(W−q, . . . ,Wp) =
∫ 1
0
A(Ψ(s;W0,W1))∂Ψ
∂s
(s;W0,W1) ds,
para cada Wi ∈ Ω, i = −q, . . . , p.
Esta definicio´n generaliza a la de esquema nume´rico conservativo para sistemas de leyes
de conservacio´n, de hecho se demuestra que si (1) es un sistema de leyes de conservacio´n
(esto es, si en (1) A es la matriz jacobiana de una funcio´n flujo F ), entonces todo esquema
Ψ-conservativo para alguna familia de caminos Ψ es consistente y conservativo en el sentido
habitual. Rec´ıprocamente, un esquema conservativo en el sentido usual es Ψ-conservativo
para cualquier familia de caminos Ψ.
2.1. Esquemas nume´ricos bien equilibrados
La aproximacio´n nume´rica del equilibrio, esto es de las soluciones estacionarias, esta´ ı´nti-
mamente ligada a la propiedad de bien equilibrado.
Definimos el conjunto Γ de todas las curvas integrales γ de un campo linealmente degen-
erado de A(W ) tal que el autovalor correspondiente es nulo en Γ. En [5] se demuestro´ que
para obtener un esquema nume´rico Ψ-conservativo bien equilibrado para una curva γ ∈ Γ,
debe ocurrir: ∫ 1
0
A(Ψ(s;W0,W1))∂Ψ
∂s
ds = 0 ∀ W0,W1 ∈ γ. (11)
3. Esquema GFORCE para sistemas hiperbo´licos no con-
servativos
Presentamos en esta seccio´n la formulacio´n de un esquema de tipo GFORCE para
sistemas hiperbo´licos no conservativos. La deduccio´n del mismo se detalla en [3]. En primer
lugar, es necesario introducir el concepto de linealizacio´n de Roe propuesta por Toumi en
el marco de sistemas hiperbo´licos no conservativos:
Definicio´n 2 Dada una familia de caminos Ψ, una funcio´n AΨ : Ω × Ω 7→ MN (lR) es
una linealizacio´n de Roe si cumple las siguientes propiedades:
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Para cada WL, WR, AΨ(WL,WR) tiene N autovalores reales y distintos.
∀ W, AΨ(W,W ) = A(W ).
∀ WL, WR, AΨ(WL,WR)(WL −WR) =
∫ 1
0
A[Ψ(s;WL,WR)]∂Ψ
∂s
(s;WL,WR) ds.
En [3] se propone la siguiente generalizacio´n del esquema GFORCE para sistemas
hiperbo´licos no conservativos:
Wn+1i =W
n
i −
∆t
∆x
(
D+i−1/2 +D
−
i+1/2
)
,
D+i+1/2 =
1− ω
2
∆x
∆t
Îi+1/2(Wi+1 −Wi) +
ω
2
∆t
∆x
A2i+1/2(Wi+1 −Wi)+
+
1
2
Ai+1/2(Wi+1 −Wi),
D−i+1/2 = −
1− ω
2
∆x
∆t
Îi+1/2(Wi+1 −Wi)−
ω
2
∆t
∆x
A2i+1/2(Wi+1 −Wi)+
+
1
2
Ai+1/2(Wi+1 −Wi),
(12)
donde ω =
1
1 + CFL
es un peso que garantiza propiedades de monoton´ıa del esquema
nume´rico. Îi+1/2 es una matritz, que se construye para garantizar el cara´cter bien equili-
brado del mismo. En [3] se muestra que si la matriz de Roe en el sentido de Toumi para
Ψ es tal que el campo N es linealmente degenerado y esta´ asociado al autovalor 0, una
eleccio´n posible es:
Îi+1/2 = Ki+1/2
[
Id 0
0 0
]
K−1i+1/2 (13)
dondeKi+1/2 tiene por columnas los autovectores de la matriz de RoeAi+1/2 = AΨ(Wi,Wi+1).
Obse´rvese que en este caso 0 es autovector de Îi+1/2 y el autovector coincide con el de la
matriz de Roe Ai+1/2. De esta forma es posible probar que el esquema GFORCE resultante
es bien equilibrado.
En particular, para leyes de equilibrio con productos no conservativos podemos usar la
siguiente reformulacio´n:
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wn+1i = w
n
i −
∆t
∆x
{
D+i−1/2 +D
−
i+1/2
}
;
D−i+1/2 =
1
2
[
FGF
(
wni , w
n
i+1
)
+Bi+1/2(w
n
i+1 − wni )− Si+1/2(σni+1 − σni )
]
+
−
(
ω
2
∆t
∆x
Ji+1/2 +
1− ω
2
∆x
∆t
J −1i+1/2
)
Si+1/2(σ
n
i+1 − σni );
D+i+1/2 =
1
2
[−FGF (wni , wni+1)+Bi+1/2(wni+1 − wni )− Si+1/2(σni+1 − σni )]+
+
(
ω
2
∆t
∆x
Ji+1/2 +
1− ω
2
∆x
∆t
J −1i+1/2
)
Si+1/2(σ
n
i+1 − σni ).
(14)
donde
FGF = ωFLW + (1− ω)FLF ,
FLW
(
wni , w
n
i+1
)
=
1
2
(
F (wni ) + F (w
n
i+1)
)− 1
2
∆t
∆x
J 2i+1/2
(
wni+1 − wni
)
,
FLF
(
wni , w
n
i+1
)
=
1
2
(
F (wni ) + F (w
n
i+1)
)− ∆x
2∆t
(
wni+1 − wni
)
,
(15)
siendo Ji+1/2, Bi+1/2 y Si+1/2 los bloques correspondientes de la matriz de Roe Ai+1/2
dada en (3).
Aunque formalmente necesitemos la inversa de la matriz Ji+1/2, en la pra´ctica lo u´nico
que usamos es el producto J −1i+1/2Si+1/2. Cuando un autovalor de Ji+1/2 se anula (proble-
mas resonantes), se usara´ una aproximacio´n del producto J −1i+1/2Si+1/2.
4. Esquemas MUSTA
En [7] se describen los esquemas de tipo MUSTA (MUlti STAge). Se trata de un
esquema de tipo predictor-corrector para aproximar la solucio´n del problema de Riemann
en cada intercelda y definir as´ı el flujo nume´rico en cada intercelda. Para que el esquema
resultante sea eficiente desde el punto de vista computacional, en cada etapa del algoritmo
se suele usar resolvedores de Riemann aproximados de bajo coste computacional como es
el caso del esquema de tipo GFORCE.
A fin de poder extender los esquemas MUSTA a problemas no conservativos, en [3] se
interpretan como operadores de reconstruccio´n, esto es, cada etapa del algoritmo MUSTA
se interpreta como una “reconstruccio´n”de la solucio´n a ambos lados de la intercelda.
Finalmente, para obtener un esquema de alto orden podemos combinar la estrategia
MUSTA con un operador de reconstruccio´n de alto orden, resultando un esquema MUSTA
de alto orden. En este trabajo hemos usado el operador de reconstruccio´n PHM (piecewise
hyperbolic method) (ver [4]), combinado con un esquema MUSTA de dos etapas, una de
prediccio´n y otra de correccio´n.
5. Ensayos nume´ricos
Consideramos en esta seccio´n el sistema de ecuaciones de aguas someras unidimensional
que modelan la evolucio´n de fluido homoge´neo no viscoso en un canal recto poco profundo
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de seccio´n rectangular constante:
∂h
∂t
+
∂q
∂x
= 0,
∂q
∂t
+
∂
∂x
[
q2
h
+
g
2
h2
]
= gh
dH
dx
.
(16)
La variable x hace referencia al eje del canal, t al tiempo, q(x, t) y h(x, t) representan
al flujo ma´sico y la altura de la columna de agua, H(x) la profundidad medida desde un
nivel de referencia y g es la gravedad.
Para aproximar nume´ricamente las soluciones del problema anterior hemos usado un
esquema MUSTA de dos etapas usando en cada etapa el esquema GFORCE dado en (14),
donde
Ji+1/2 =
(
0 1
ghi+1/2 − u2i+1/2 2ui+1/2
)
, Bi+1/2 = 0, Si+1/2 =
(
0
ghi+1/2
)
,
siendo
hi+1/2 =
hi + hi+1
2
y ui+1/2 =
√
hiui +
√
hi+1ui+1√
hi +
√
hi+1
.
Estos estados intermedios corresponden a una linealizacio´n de Roe asociada a una familia
de segmentos.
En este caso particular, el producto
J −1i+1/2Si+1/2 =
(
1
1−Fi+1/2
0
)
,
donde Fi+1/2 =
u2
i+1/2
ghi+1/2
. Cuando alguno de los autovalores de Ji+1/2 se anula Fi+1/2 =
1, con lo cual el producto J −1i+1/2Si+1/2 no esta´ definido. Para evitar estos problemas,
proponemos sustituir el vector J −1i+1/2Si+1/2 por(
signo(1− Fi+1/2)
0
)
.
El esquema GFORCE as´ı construido verifica que es exactamente bien equilibrado para
el agua en reposo, aproximando el resto de soluciones estacionarias con orden 1. Otra
posibilidad ser´ıa usar una te´cnica de reconstruccio´n hidrosta´tica generalizada (ver [2], [3]).
5.1. Test nume´ricos
Test 1: El objetivo de este test es comprobar el orden de los esquemas ROE (ve´ase
[6]), GFORCE, MUSTA y PHM-MUSTA. Para ello consideramos un canal de 10 m de
largo y una topografia dada por H(x) = 1− 0,5e−3(x−5)2sen2
(pix
10
)
. Como datos iniciales
imponemos q = 0 y h(x) = H(x)+2−0, 3(1−e−0,5(x−5)2) y dejamos evolucionar la solucio´n
hasta t = 0,03. Se ha tomado CFL = 0,7. Hemos tomado como solucio´n de referencia una
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ROE GFORCE
Celdas error h orden h error q order q error h orden h error q order q
320 1,16E−2 - 4,24E−2 - 1,49E−2 - 5,31E−2 -
640 5,84E−3 0,997 2,16E−2 0,973 6,84E−3 1,129 2,46E−2 1,109
1280 2,92E−3 1,000 1,09E−2 0,989 3,26E−3 1,070 1,18E−2 1,060
MUSTA PHM-MUSTA
Celdas error h orden h error q order q error h orden h error q order q
320 1,28E−2 - 4,69E−2 - 7,59E−4 - 4,39E−3 -
640 6,04E−3 1,085 2,24E−2 1,065 1,21E−4 2,651 7,37E−4 2,575
1280 2,93E−3 1,045 1,09E−2 1,036 1,82E−5 2,732 1,11E−4 2,737
Tabla 1: Test 1, error y orden en t=0.03
solucio´n calculada con un mallado de 20480 puntos. Los errores en norma L1 y el orden
se muestran en la tabla 1.
Test 2: En este test se comprueba como se comportan los esquemas ROE, GFORCE,
MUSTA y PHM-MUSTA para tiempos grandes y la convergencia hacia una solucio´n esta-
cionaria que posea una transicio´n y un choque. Se toma en el intervalo [0, 25] la funcio´n
de fondo
H(x) =

0,05(x− 10)2, if 8 < x < 12;
0,2, en caso contrario.
Y los datos iniciales h = 0,33, q = 0,18, con condiciones de frontera q(0, t) = 0,18,
h(25, t) = 0,33. Se ha tomado CFL= 0,9. Y el tiempo final es t = 200. Se ha calculado la
solucio´n exacta con un mallado de 3200 puntos. La tabla 2 muestra el error en norma L1.
ROE GFORCE
Cells error h orden h error q order q error h orden h error q order q
200 4,94E−3 - 5,09E−3 - 8,19E−2 - 3,41E−2 -
400 1,55E−3 1,669 2,87E−3 0,825 4,64E−2 0,818 1,75E−2 0,964
800 6,98E−4 1,156 1,39E−3 1,049 2,77E−2 0,743 9,33E−3 0,905
MUSTA PHM-MUSTA
Cells error h orden h error q order q error h orden h error q order q
200 4,75E−2 - 1,93E−2 - 5,64E−3 - 6,41E−3 -
400 2,75E−2 0,790 1,09E−2 0,821 2,05E−3 1,458 4,03E−3 0,669
800 1,46E−2 0,914 5,39E−3 1,020 7,36E−4 1,479 1,86E−3 1,113
Tabla 2: Test 2, error en t=200.
Test 3: El siguiente test muestra el comportamiento de los esquemas ROE, GFORCE,
MUSTA y PHM-MUSTA en presencia de frentes seco/mojado, usando para ello la te´cnica
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descrita en [1]. Para ello usamos un test propuesto por Galloue¨t en que aparece una zona
seca sobre un fondo escalonado. En el intervalo [0, 25] definimos el fondo y los datos iniciales
H(x) =

13, si 25/3 < x < 25/2;
14, en otro caso.
q(x) =

−300, si 503 ≤ x;
300, si 503 > x.
y h(x) = H(x)− 4.
Se ha tomado CFL = 0,9 y ∆x = 0,125. La figura 1 muestran los resultados de los diferentes
esquemas ante una solucio´n de referencia calculada sobre una mallado fino compuesto por
5000 volu´menes en t = 0,25.
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Figura 1: Test 3, altura, comparacio´n con una solucio´n de refencia en t=0.25
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